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INSTRUCOES

SOMENTE INICIAR A PROVA QUANDO FOR AUTORIZADO PELO FISCAL DE SALA.

A prova tem 20 paginas, incluindo a pagina de rosto. O espago em branco que segue cada uma das 09
questoes € para a sua resolucdo. A pagina 20 é para RASCUNHO e ndo serd considerada na correcdo.

Verificar se 0 seu nome e a sua opcao de curso estao corretos na etiqueta de identificacao da prova.

Nao esquecer de identificar a pagina de rosto da prova, colocando seu nome completo (sem abreviagGes),
0 numero do seu documento de identidade e a sua assinatura nos locais indicados.

NAO E PERMITIDO O USO DE CALCULADORA OU CELULAR DURANTE A PROVA. O USO DESSES
APARELHOS PODERA IMPLICAR A DESCLASSIFICACAO SUMARIA DO CANDIDATO (DEIXAR O CELULAR
DESLIGADO!!!).

Nao é permitido o uso de outros materiais estranhos a prova.

A prova € para ser resolvida a caneta (azul ou preta), com excegdo dos desenhos técnicos.
Qualquer duavida faz parte da interpretagao do enunciado da questao.

Duracao da prova: 3 horas. Saida permitida a partir das 15h00min.

10. N&o é permitido fumar no local de exame.
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Questao 1. Nesta questdo, o planeta Terra é considerado como uma esfera de raio R =
20000 quildmetros. Lembre-se que a latitude varia de zero (linha do Equador) a +90° no polo

i

norte e de zero a —90° (polo sul). A longitude varia de zero (meridiano que passa por
Greenwich) até 360°, com longitudes crescentes para o leste. Considere a cidade de
Broadus, Montana (lat. 45°, long. —105") nos EUA e a cidade de Porto Alegre (lat. —30°,
long. —51°). Suponha o sistema de coordenadas ortogonal 0y, 0y, 0, usual, com centro no
centro da Terra, com o eixo 0, alinhado com o segmento que liga os polos norte e sul e
com sentido positivo indo do polo sul para o polo norte. O eixo 0, passa pelo ponto da
Terra de longitude zero e latitude zero. Os vetores unitérios {i,7, k} t&m respectivamente a
direcdo e sentido dos eixos coordenados 0,,0,,0,. Considere essa posicdo da esfera

terrestre como a inicial. Agora fixe o sistema ortogonal {?,j, E} no espacgo e suponha que
possamos fazer rotagOes livres da esfera terrestre. A linha do equador é redefinida como
sendo os pontos da esfera com z = 0 (latitude zero), e os polos sao redefinidos como a
intersecao do eixo 0, com ela. Por exemplo, uma rotacao de 180 graus do globo terrestre
em torno do eixo 0, faz com que o ponto geografico que estava no polo norte passe para
o sul e vice versa.

Para fazer as contas desta questdo, adote |cos(457)| = 0.6, V3 = 1.7 e as distancias em
quildbmetros.

(a) Faga a rotacdo da esfera terrestre em torno do eixo 0, de tal forma que Porto Alegre
passe a ter longitude zero, mas conservando a sua latitude. Determine a nova latitude e
longitude da cidade de Broadus.

(b) Determine as novas coordenadas (x, y, z) da cidade de Broadus (Basta indicar as contas
usando as fungdes trigonométricas e o simbolo R para o raio da Terra) apds a operacao de
rotacao do item anterior.

(c) A partir da posicao da esfera terrestre atingida no item anterior, faca agora uma nova
rotagdo da esfera terrestre em torno do eixo 0, de tal forma que a cidade de Porto Alegre
passe a ter latitude de —90°. Mostre a matriz de transformacdo linear usada para realizar a
operacao.

(d) Usando a matriz de transformacao linear do item anterior, determine a coordenada z
da nova posicao da cidade de Broadus. Considere apenas a primeira casa decimal.

(e) Determine a distancia entre as cidades de Porto Alegre e Broadus. A distancia é
entendida aqui como o0 menor comprimento de uma linha sobre a esfera terrestre que liga
as duas cidades.

RESPOSTA ESPERADA:

(@) Para que Porto Alegre conserve a sua latitude e passe a ter longitude zero, fazemos
uma rotacdao da esfera terrestre em torno do eixo 0,. Nesse caso, a cidade de Broadus
passa a ter nova longitude de —105 + 51 graus. A latitude de Broadus continua a mesma,
isto &, de 45 graus.

(b) As novas coordenadas da cidade de Broadus sao
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[Rcos(45) cos(—105 + 51), —Rcos(45)sen(105 — 51), Rsen(45)]

(c) Trata-se de uma matriz de rotagdo em torno do eixo 0, de 90 — 30 graus. Lembre-se

que a latitude de Porto Alegre é 30 graus, entdo para se atingir o polo falta 90 — 30 graus.
A matriz pedida é dada por

1 3
1, 8
2 2
0 1 0
V3 1
—-—— 0 =
2 2

(d) As novas coordenadas da cidade de Broadus sao obtidas por

(
-

A coordenada z pedida é vale 0.0, usando a primeira casa decimal.

V3
0 7\ Rcos(45)cos (54)
1 0 —Rcos(54)cos (54)
1 Rsen(45)
2

l\)| O N -
Y

(e) Como a nova coordenada z de Broadus é zero, a cidade se localiza agora na linha do
Equador, e Porto Alegre estd na posicdao do polo sul. Neste caso, vemos que a menor
distancia entre essas cidades se obtém caminhando-se por um meridiano. A distancia
pedida é 10000 quilémetros.

Itens do programa abordado:

Matrizes, ortogonalidade, sistemas de coordenadas, transformacoes lineares, matriz de uma
transformacao linear.
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Questao 2. Considere a figura 1 que mostra duas esferas de dimensdes despreziveis
ambas de massa m entre molas de constante elasticas k;, k, € ks com k; = k, = k3 = k.
A figura mostra a situacdo em que o sistema estd em equilibrio estatico. As coordenadas
y, € y, fornecem os deslocamentos a partir das posicdes de equilibrio das massas
mostradas.

— ki T Y1
% m
m

v ) v

Figura 1: Sistema com duas massas e trés molas

(a) Determine as equacOes de movimento das massas entre as molas de constantes
elasticas k, e k,, e entre k, e k;.

(b) O sistema pode vibrar livremente, sem a acao de forgas externas. Determine o produto
dos autovalores do problema em fungao de k e de m.

(c) Supondo que m = 1, determine k de forma que os autovalores sejam precisamente 1 =
lex=+3.

RESPOSTA ESPERADA:

(a) As equacdes de movimento se obtém pela aplicagao direta da segunda lei de Newton.

—kyy1 — k2 (y1 — y2) = mjy
ky(y1 — y2)—k3y, = my,

(b) Para se determinar os autovalores do sistema, escrevemos as equagdes na forma
matricial

[—(k1k+ kz) k; [Jﬁ(t)]
2

d* [yl(t)]
—(ky + k3) I 2 (1)

dt? Ly, (t)

Fazendo-se a substituicao

el = el e
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obtemos o problema de autovalores

ki+k —k
Gk ke Tl =l

Usando a hipétese k; = k, = k3, vemos que a equacao caracteristica € simplesmente dada
por

(k —mA*>)(3k—mA?) =0
Os autovalores pedidos sao \/k/m e \/3k/m

(c) Assumindo-se m =1 e A, = 1, 1, = /3 obtemos k = 1.

Itens do programa abordados:
Autovalores e autovetores de uma transformacao linear, equacgdes diferenciais lineares.
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Questdo 3. Seja N € N e (E;)Y, uma familia de sub-espacos vetoriais de um espaco
vetorial E.

(a) Mostre que Njeq,.,vy E; € um sub-espago vetorial.

(b) Considere o espaco vetorial V = C*(R,R) das fungdes reais definidas em R de classe
C*®. Seja n € N e o conjunto K das funcdes f € V tais que f*(0) =0, para k =0,...,n,
isto &, das funcdes que, assim como suas primeiras derivadas, se anulam em 0. Mostre que
K é um sub-espaco vetorial de V.

RESPOSTA ESPERADA:

(a) Devemos mostrar que para quaisquer xi, x, € Nieqq,.,vy E; € qualquer a € R, temos
X1 + axy € Nieq,..ny Ei-

Como x; € Niefr,...n} Ei € X2 € Niepa,..,vy Ei, Para todo i € {1,..., N} teremos x; + ax, € E;
para cada i € {1, ..., N}. Dai segue a tese.

(b) O espago K pode ser escrito como a intersecdo k = N;e(o,..,n} Kk, €M que K, € 0 conjunto
das funcbes f tais que f*)(0) = 0. K;, € um sub-espaco vetorial, pois se f,,f, € Kx € a €
R, (fi + af>2)*(0) = ££(0) + aff(0) = 0 + a0 = 0. Agora a conclusdo desejada segue como
consequéncia do item anterior.

Itens do programa abordados:
Espagos vetoriais abstratos, vetores.
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Questao 4. Desenhar a perspectiva isométrica simplificada da peca dada abaixo por suas
vistas, representadas no primeiro diedro em escala natural. Desenhar a perspectiva em
escala natural (1:1), tomando as medidas diretamente das vistas, e mostrando as faces
frontal, superior e lateral direita.

i b4 e _\____.

RESPOSTA ESPERADA:
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Questao 5. Dadas as vistas frontal e lateral direita de uma pega representadas no primeiro
diedro, completar conjunto de vistas desenhando a vista superior na sua posicao correta.

RESPOSTA ESPERADA:

—
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Questdo 6. Dadas as vistas superior e lateral direita de uma peca representadas no
primeiro diedro e uma perspectiva trimétrica da peca, desenhe a vista frontal em corte AA,
em sua posicao correta.

RESPOSTA ESPERADA:

- /A%

CorRTE A - A
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Questao 7. A figura ilustra uma estrutura constituida por uma placa esbelta homogénea

OABCD, de peso P, e por duas barras esbeltas e homogéneas BE e CE, de peso

desprezivel. Uma forca —Qj é aplicada a extremidade B da placa. Os vinculosem O e A

sao aneis ideais. As barras, por sua vez, possuem articulagdes em suas extremidades. O

poligono OABCD ¢ um pentagono contido no plano horizontal Oxy; os angulos DOA, OAB

e ABC sdo retos; o ponto E estd contido no plano vertical Oyz, verticalmente alinhado

com A. Pede-se determinar:

(a) o esforco interno na barra CE, indicando explicitamente se estd em tracdao ou
compressao;

(b) as reacodes vinculares no anel em O.

RESPOSTA ESPERADA:

(a) A figura ao lado indica o diagrama de corpo livre da
placa. A forca exercida pela barra CE sobre a placa é 1
(N, €) com:

(E-0) 2, 1, 2

E—cl ™ (~37-37+3F)

Das condicOes necessarias para o equilibrio, temos:

1
S =02 -3N,-0=0=[G=-3q

A barra CE encontra-se em compressao.

IVZ:NZ

(b)A reacoes solicitadas podem ser obtidas a partir das seguintes condicdes de equilibrio
de momentos:

ZMAZ=O = —2bXo —2bQ =0 :>

ZMEXZO = —2bZo —2bQ —P(2b—lysh =0 = ZO=Q+P<1—%>
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Para o calculo de y;, note que a placa pode ser concebida OABCD como uma placa
originalmente quadrada de area (2b)(2b) = 4b? com centro de massa (b, —b, 0) da qual foi

removido um recorte triangular de area %(b)(b):%b2 e centro de massa
(Zb - 1b,—lb, 0). Assim:
3 3
20_py_L,2(_1
| 4b2(=b) —5b (-30) 23

19
_ =Yg = —ob > |Zg=Q+-—2P
Y Ve 512 = |%o Q+42

1
2_2p2
4b 2b

Itens do programa abordados:

Momento em relagao a eixo; Baricentro; Vinculos: tipos e aplicagdes; Sistemas isostaticos
planos e tridimensionais; Sistemas de sélidos com multiplos elementos (placas, barras, fios,
polias).
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Questao 8. A figura ilustra um sistema composto por dois discos homogéneos idénticos,
cada um deles com massa m e raio R, de centros A e B, duas barras esbeltas e homogéneas
AC e BC, de massas despreziveis, cada uma com comprimento L e por um pequeno bloco
C de massa m. Os discos podem rolar sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal,
a0 passo que os blocos podem transladar sem atrito em uma guia vertical. Os vinculos em
A, B e C sdo articulagdes ideais. Uma mola linear ideal, de constante k e comprimento
natural [, tem suas extremidades ligadas aos centros A e B dos discos. Para cada disco,
adote: J,, = Jp, = mTRZ Pede-se determinar:
(a)a expressao da energia cinética do sistema para uma configuracao genérica, em fungao
de 6 e 6 e dos parametros fornecidos no enunciado;
(b)a expressao da energia potencial do sistema para uma configuracao genérica, em
funcao de 8 e dos parametros fornecidos no enunciado.

v

C

[ O |

777 Vo4

RESPOSTA ESPERADA:
a) Para os pontos A, Be C:

|§1'A|=|§f'B|z‘%(LsinG)‘zﬂmcosB e |§c|=‘%(Lc059)‘=L|9|sin9

Para ambos os discos:

Assim, a energia cinética do sistema é:

1 - 2 1 -2 1 - 2 1 -2 1 - 2
E=—-—m|val"+ - w|® + —m|vg|® + = Jpz|0|" + =m|v
> [Val 2JAz| \ 5 [Val 2]Bz| | 5 [vel

. , mR(L S U 1 0i0a 2p, 2
= m(L|0| cos 8) +T §|9|c059 +Em(L|9|s1n3) = EZEmLQ (3 cos® 8 + sin” 6)

b) A energia potencial do sistema € dada por:

1 1
V= mghc+5kx2 = |V= mgrLc056'+Ek (2L sin 8 — Ip)®

Itens do programa abordados:
Movimento plano e centro instantaneo de rotacdao; Teorema da Energia Cinética.
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Questao 9. A figura ilustra um sistema composto por duas barras esbeltas e homogéneas

e um bloco A. A barra de centro C tem comprimento 4b e massa m. A barra AB tem

comprimento 2b e inércia desprezivel estando articulada ao bloco na extremidade A e a

barra de centro C em B. O bloco A translada sobre o plano horizontal com aceleracao ai

conhecida. Sabe-se sistema parte do repouso da configuracao indicada e que se aplica uma
forca —Q1 na extremidade direita da barra de centro C. Para a barra de centro C, adote:

J4, = 8mb?. Pede-se determinar, para a configuracao ilustrada:

(a) a expressao do vetor aceleracao d. em funcao da aceleracao a do bloco e das
aceleragdes angulares a, e a,, da barra AB e da barra de centro C, respectivamente
(adote: &, = ayk € @, = ayk);

(b) as expressoes de «, e a, em fungao de a, b, g, m e Q.

Bf{ C
e ,
b by 2b
mg

RESPOSTA ESPERADA:

a) Utilizando as equagdes dos campos de aceleragdes para cada uma das barras:

Gp=3a+ 01 A (B—A)—0}(B—A)=di+akA (—2b]) - 0 = (a+2bay)T

Gc=3p+ 02 A (C—B)— wd(C—B) = (a+2bay)i+amkA (b)) -0 = |?ac= (a+2bay) T+ azb]

b) Aplicando o Teorema da Quantidade de Movimento Angular para a barra de cen- N
tro C, com polo B:
. ) ) ) .0 B| cC
m(C—B)Aap + ezt =Mp = mbin (a+25a1)1+(8mbz+mb2)a2k= —mgbk "—'i i
[t =
= [w--2 b by 2b
' mg

Aplicando o Teorema da Resultante para a mesma barra:

mic =R = m(a+2ba)T+mayh]=—-Q1+ (N - mg)j
Q')

L/
= {Iiz—g(ﬂ'F;

Itens do programa abordados:
Campo de aceleracoes; Teorema da Resultante; Teorema da Quantidade de Movimento
Angular.
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RASCUNHO

20/20



